Robust Istatistik ve Robust Kestirim Yontemi

Robust (saglam) istatistik, teknik olmayan bir ifade ile istatistik biliminde yaygin olarak
kullanilan normallik, dogrusallik gibi varsayimlarin tahminleriyle ilgilenen bir bilim dalidir. Olgii
grubundaki kaba hatal1 6l¢iiler, 6l¢ii grubunun dagilimina uymazlar ve klasik istatistik yontemleri
icin tehlikeli olurlar. Uyusumsuz 6l¢iiler problemi istatistik kadar eski bir konudur. Klasik istatistik
¢oziim yontemlerinde verilerin normal dagilimda oldugu ve kaba ve sistematik hatalardan
arindirildigi kabulleri yapilarak ¢oziim yapilir. Parametrik model tabanli klasik istatistik
yontemleri, optimal modeller olarak ele alinirlar fakat yalnizca dogru yaklagimlarin yapildigi
durumda dogru sonug verirler. Bu modeller 6zellikle veri grubu dagilimimin c¢ok kiiciik ve

goriilemeyen sapmasi durumunda oldukga zayif kalirlar.

Robustluk problemi uzun yillardir bilinmektedir fakat uygulamaya ge¢mesi oldukca geg
olmustur. Bu istatistik yontemiyle, klasik olarak kullanilan istatistik yontemleriyle oldukca zor
olarak yapilan genis ve karmasik 6l¢ii gruplarinin analizi daha kolaylagmistir ve bu yontemle ilgili
yapilan yayinlar da ¢ogalmistir. Robustluk problemi ile ilgili cesitli yaklagimlar vardir. Bazilari
genellemeyi ve saglamlik fikrini 6zetlemeyi tercih ederken digerleri farkli topoloji ve farkli
matematiksel yonlerden saglamlikla ilgilenir. Gergek hayatta robustluk probleminin baglica
ozelliklerini aciklayan yeni istatistiksel yaklasimlar gelistirilmistir. Bu yaklasimlar deneysel
robustluk probleminin tanimindaki belirsizliklerin daha kolay agiklanmasini saglarlar. Bu sekilde
gelismeler, saglamlik yoniinden var olan istatistiksel analizleri karsilastirilmast ve
degerlendirilmesi durumunu ortaya ¢ikarmistir. Sonug olarak, simdiye kadar bilinen yontemlerden
daha 1yi ve bilinen durumlarin disinda da kullanilabilen yeni robust kestirim yontemleri 6nerilmis

ve gelistirilmistir.

Veri analizi pratikte su gibi sorulara cevap verir: Veriler ve bu verilerden iiretilen sonuglar
aynt m1? Yoksa verilerin bir kismi farkli seyler mi gosteriyor? Verilerin ¢ogunlugunun gosterdigi
nedir? Hangi azmlik veri farkli ve nasil davranmaktadir? Son c¢oziimlerde verinin farkli
kisimlarinin etkisi nasildir? Son ¢odziimlerde ya da model se¢iminde kritik etkili olan veriler
hangileridir ve nasil analiz edilmelidirler? Model ne kadar kaba hatay1 ortaya ¢ikarabilir ya da

sonuclar1 etkilemeden kullanabilir? Hangi model en biiyiik giiveni saglar ve hangi model giivenli



ve verimlidir? Kesin ve kesin olmayan sabitler i¢in giiven araligi nedir? Model kabulleri yaklagik
olarak alinirsa ¢oziimler hangi giivende olurlar? Veri analiziyle bu sorulara cevap aranirken

saglamlik teorisinin analizi de yapilmalidir.

Sekil 14. Model varsayimlarindan olan ¢esitli sapmalar

Robust istatistik, yonetilebilir istatistiksel yontemlerin davraniglariyla ilgili bilgilerin elde
edilmesini saglayan bir yontemdir ve gereksiz ve fazla matematiksel yorumlama olarak
diisiiniilmemelidir. Bu yontem, idealize edilmis varsayimlardan sapmalar1 ve iliskili modelleri
gosteren yaklasik parametrik model olarak tanimlanabilir. Robust istatistik parametrik model
istatistigine robustluk goriistinii ekleyerek ilaveler yapar ve degismez parametrik modellerden daha

genis sekilde komsuluk iliskilerini inceler. Robust istatistigin ana amaglart;

I. Veri y1gimini1 en uygun yapida tanimlamak: Parametrik model ¢6ziimiiyle sonuglar elde
edilir ve uyusumsuz goézlemler veri grubundan c¢ikarilirsa kalan verilerden veri grubunun
dagilimi elde edilir. Bu durumda baz1 yaklasikliklar kabul edilerek ¢oziim yapildigi igin
alinan sonuglar bagimlidir. Veriler dagilima uymayan bir kismi da hala igermektedir.
Ayrica segilen modelin testi ve uygun modelin se¢imi gibi durumlarda parametrik modelin
gecerliliginin de analiz edilmesi gerekir. Genis bir modelin testinde parametreler sifira
esitlenerek kesin olup olmadiklari test edilebilir ve robust test teorisi uygulanir.

ii. Veri noktalarinin sapmalarini ya da eger isteniyorsa daha iyi inceleme i¢in temel sapmay1
belirlemek: Robust ¢oziimle bulunan diizeltmeler uyusumsuz degerleri otomatik olarak
gostermeye uygun yapidadir. Diger ¢oziim yontemlerinde uyusumsuzluklar bir¢ok veri

noktasini etkiler ve diizeltmelerden hesaplanan karesel ortalama hatay1 da biyiitiirler.



Kiiclik ve dengeli veri gruplarinda verilerin gorsel olarak dikkatlice incelenmesiyle
uyusumsuzluklarin belirlenebilmesi hala miimkiinken dengesiz, biiyiik boyutlu ve genis
veri gruplarinda bu islem bilgisayarla yapilmasina ragmen miimkiin degildir. Ayrica
uyusumsuzlarin analizinde kullanilan bazi kurallarin giivensiz oldugu unutulmamalidir.
Bazi durumlarda sadece %10 uyusumsuzluga izin verilir ve ¢cok kolay bir sekilde de model
kirilabilir.

iii. Cok etkili veri hareket noktalarini belirlemek ve bu noktalar i¢in uyarida bulunmak: Birgok
parametrik model i¢in etkili robust modelleri bulmak miimkiinken, veri noktalarinin azlig
durumunda bu degisir. Veri grubunun dagiliminda farkli bir yerde ¢ikan gozlem digerleriyle
ayni agirlikta alinirsa ya da gozlem uyusumsuz olarak ele alinip agirliklandirilmazsa
sonuclar bozulur. Bu durumda uygun ¢6ziim igin iki robust regresyonu kullanilmali ve
birinde hareket noktalari olarak adlandirilan noktalarin agirliklart diisiik alinmalidir.
Hareket noktalarinin tam olarak bilinememesi biiyiik bir problemdir.

iv. Beklenmedik seri korelasyonlar ya da genel korelasyon yapisindan olusan sapmalardan
bahsetmek: Robust teorisi dagilim seklindeki sapmalar1 inceler. Uyusumsuzluklar igin
giiven araliginda 6rnek biiyiikliikler i¢in test yapilir fakat tam olarak onlardan bahsedilmez.
Ayrica cesitli bagimsiz veri gruplarindaki egilimlerde analiz edilmelidir. Kiiclik fakat
yiiksek korelasyonlu uyusumsuzluklarin analizi ¢ok zordur. Oldukga tehlikeli gliven araligi

ve genis Ornekleme tabanli testlerde toplanirsa yigilma olabilir .

Robust istatistik, istatistikte yaygin olarak kullanilan birgok dagilim modeline gore gercege
en yakin yaklasim olmasi ve veri grubundaki kaba hatalarin varlii ve analizi i¢in kullanilan diger
bircok yontemin deneysel olmasi nedeniyle uyusumsuz ol¢iilerin belirlenmesi i¢in kullanilabilen
etkili bir yontemdir. Robust kestirim yontemi ile ¢oziimde, Olgiilerin diizeltmelerinin kiiglik
hatalardan ve diger ol¢iilerin hatalarindan etkilenmemesinin yaninda 6l¢ii hatalarinin sonuglar

iizerindeki bozucu etkileri azaltilmakta, hatta yok edilmektedir.

Herhangi bir biiyiikliigiin 6l¢li degeri hem biiyiliklik hem de ¢esitli nedenlerle olusan
hatalarla ilgili bilgi icerir. Olgiilerin geometrik ve fiziksel kosullar1 da saglayan gercek degerlerine
yakin biiyiikliiklerinin hesabinda hatalarin belirlenip ayiklanmasi biiyiik bir dneme sahiptir. Olgii

kiimelerinde ka¢inilmaz olan uyusumsuzluklar bir¢ok veri noktasini ¢esitli sekillerde etkiler ve



yapilan istatistik test sonucuna yansirlar. Uygulanan istatistik test sonuglart icerdigi
uyusumsuzluklarin tanisinda zorlanir. Huber’e gore uyusumsuz olgiiler ayr bir kiimeden ¢ikmis

veri grubudur. Bu sekildeki bir 6l¢li grubunun dagilim fonksiyonu,
F(x) =1~ &) R (x)+ g H(x) (91)

seklinde yazilabilir. Burada F(x); tiim 6lgiilerin dagilim fonksiyonunu, Fo(x); uyusumlu 6lciilerin

dagilim fonksiyonunu, H(x); uyusumsuz 6l¢iilerin dagilim fonksiyonunu, & ise bozulma derecesini
gostermektedir. Uyusumlu ve uyusumsuz Olgiilerin dagilim fonksiyonlar1 farkli normal
dagilimdadir ve pj ortalama degerleri ve o? varyanslar da farklidir. (91) esitligindeki dagilim

fonksiyonu su sekilde de yazilabilir.

F(x)=(1—&)N(u,, 02 )+ N(u,, 02) (92)

Robustluk kavrami; 6l¢ii kiimesindeki kiiciik degisimlere ya da sapmalara karsi duyarsiz bir
dagilimdan elde edilen kestirim olarak ele alabilir. Ol¢ii kiimesindeki herhangi bir elemanin
degisiminin bu kiimeden kestirilecek degerlere nasil yansiyacagr asagidaki sekilde

gosterilmektedir.

4 p(V)

Sekil 15. Minimumlastiran cesitli fonksiyonlar

Sekil 15°de, V diizeltmeleri, p(V) ise bu diizeltmelerin fonksiyonunu gostermektedir. Olgii

kiimesinde p(V) fonksiyonunu minimumlastirmak i¢in bir kisim parametrelerin kestirilecegi ve



parametrelerin kestirim degerlerinin bulunacagi varsayilmaktadir. Sekildeki fonksiyonlardan (1),
V’lere gore oldukga duyarlidir ve V degerinin artmasiyla p(V) fonksiyonu hizla biiyiimektedir. (2)
de ise V’lere gore degisim (1)’den oldukga az olmaktadir. Buradan bu fonksiyonlarin tiirevleri
alinarak minimumlastiritlmak suretiyle elde edilecek kestirim degerlerinde (2)’nin kestirim
degerleri (1)’in kestirim degerlerinden daha robust (saglam)’dir. (3) fonksiyonu ise en robust

fonksiyondur. Bu fonksiyonlar sirasiyla EKKY, En Kii¢iik Mutlak Toplam Yoéntemi (Li-norm,
EKMT) ve M-Kestirim yontemidir. Sekil 15°den goriilebilecegi gibi p(V) = V* toplamlarinin

minimumlastirildigt EKKY kestiriminde, V diizletmeler vektorii 6l¢ii hatalarma karsi oldukca
duyarlidir. Bunun anlami biiyiik 6l¢ii hatalarmin bu kestirim yontemiyle elde edilecek kestirim
degerlerini ¢ok fazla etkileyecegi ve saptiracagidir. Bu durumda V’ler daha az duyarl
fonksiyonlarla minimumlastirilmali ve kestirim degerleri robust yapilmalidir. EKKY ile kestirimin
olumsuz yonleri daha az duyarli kestirim yontemlerinin gelistirilmesine neden olmustur. Robust
kestirimin amaci; kaba hatali dlgiilerden ve bir kisim bozulmus 6l¢ii kiimesinden etkilenmeden

sonug veren gilivenilir kestirimler elde etmektir .
Robust Kestiriminin EKKY Tle Céziimii (Maksimum Olasilikh Kestirim)

Robust kestirimi kisaca “uyusumsuz ve smir degerdeki 6l¢iilerin dagilim fonksiyonunu
etkilememesi durumu” sekilde tanimlanabilir. Robust kestirimi, EKKY’nin agirhikli iteratif
coziimiinde kullanilarak etkili sonuclar elde edilebilir. Bu EKKY’ndeki agirlikli karelerin
toplaminin min. olmasi yerine diizeltmelerin baska bir fonksiyonunun min. olmast durumudur.
Robust kestirim genel bir p(V) amag fonksiyonu minimumlastirilmaktadir. Bu durumda robust

kestirim i¢in bu esitlik su sekle gelir.
> P p(V,) =min. (93)
i-1

Bu esitlikte p(V) = V° ahmrsa EKKY’nin amag fonksiyonunun elde edilecegi

goriilmektedir. Buradan EKKY esitliginin, (93) esitliginin bir 6zel hali oldugu anlagilir.



Bir fonksiyonun minimum olmasi i¢in, bilinmeyenlere gore tiirev almak ve ¢ikan fonksiyonu sifira
esitleyerek ¢oziim yapildigi bilinmektedir. Bu durumda (93) esitliginde V degerlerine gore tiirev
alinarak bulunan esitlik sifira esitlenir ve ¢oziim yapilir. Fakat bu durumda elde edilen esitlikler

dogrusal olmayabilir. Dogrusal olmayan denklem ¢6ziimlerinin dogrusal denklem ¢6zlimlerinden

farki yinelemeli olmalaridir. p(V) = \_/2 ama¢ fonksiyonuyla elde edilecek ¢6zliimden

dogrusallastirma ile elde edilen normal denklemler ¢oziilerek kestirilecek parametreler elde edilir.
Bu durumda robust kestirim algoritmas1t EKKY algoritmasina indirgenerek ¢6ziim yapilabilir.
Amag fonksiyonu ya da kayip fonksiyonu olarak adlandirilan p(V) fonksiyonunu segimine
gore gesitli kestirici fonksiyonlar tanimlanmistir. p(V) fonksiyonunun V’ye gore tiirevi y(V) ile
gosterilir ve bu fonksiyona etki (kestirim) fonksiyonu denir. Robust sonug elde etmek igin etki
egrisi siirekli ve sinirlar belirli olmalidir. Robust kestirim yonteminde tanimlanan amac¢ ya da
kayip fonksiyonu p(.), etki fonksiyonu wy(.) ve agirlik fonksiyonu W(.) i¢in uygulamada gesitli
fonksiyonlar alinmaktadir. Bu fonksiyonlardan yalnizca birinin belirlenmesi digerlerinin
belirlenmesi ve ¢oziim i¢in yeterli olmaktadir. Cesitli kaynaklarda robust kestirim amaciyla
kullanilan 70’e yakin fonksiyonun oldugu belirtilmektedir. Kestirici fonksiyonlar, ¢ dlgiileri, X

bilinmeyenler ve dengeleme yoluyla belirlenen parametreler arasindaki iliskiyi ifade ederler.

U=F (0 £}) (94)

Fi kestirici fonksiyonlar, dlgiiler tam olarak normal dagilima uymasalar bile, eger /'nin
kabul edilebilir bir degerini verirlerse robust 6zellige sahip olurlar. Robust kestirici fonksiyonlar
genel olarak R-kestiricileri, L-kestiricileri ve smif testlerinden ¢ikarilan M-Kestiricileri olarak

siiflandirilabilir.

R-Kestiricileri: Rank testlerinden ¢ikarilan kestiricilerdir. Gozlemlerin ranklari istatistiksel
olarak kiiciikten biiylige veya biiylikten kiigige dogru siralanarak tanimlanabilir. R-kestiricileri,
genis veri yapilarindaki yetersizlikleri ve karmasikliklarindan otiirti kullanigh degillerdir. Bu

nedenle istatistik kaynaklarinda R-kestiricileri ile ilgili genis bir bilgi yoktur.



L-Kestiricileri: Istatistik kurallarin dogrusal kombinasyonuna dayali L-kestiricileri (Line
estimators) robust kestirim yontemleri arasinda daha az 6neme sahiptirler. Hesaplama yontemleri
kolay olmasina ragmen etkili ¢éziimler vermemesi, dogrusal programlama veya diger bazi tekrarl
yontemlerle ¢oziime ulagmasi, robust kestirim algoritmasina uygun olmamasi L-Kestiricilerinin
kullanilabilirligini kisitlamaktadir. L-kestiricileri 6zellikle konum parametrelerinin belirlenmesi

durumunda kullanishdir.

M-Kestiricileri: Maksimum olasilik kestiricileri olarak da adlandirilan bu kestiriciler su
sekilde tanimlanir. Olgiileri ve bilinmeyenleri arasinda dogrusal fonksiyonel bir iliski olan veri

grubunun olasilik fonksiyonu olarak F ,) alinirsa,

L(X) = Z Fix) (95)
i1
fonksiyonunu en biiyiik veya esit olarak,

LogL(X) =-) LogFy (96)
i=1

Px.) = ~LOG Fx )

olmak tlizere

Logl(X) =3 pyc. (97)

seklinde tanimlanan (97) esitligini en kiiciik yapan X ¢oziimii aranir. M-Kestiriminde p(.)
fonksiyonunun secilmesi dl¢iilerin F( /) olasilik fonksiyonunun secilmesi anlamina gelmektedir ve

bu iliski (96) esitliginden,

Foyy =€ (98)



ile gosterilir. M-Kestiricileri EKKY tekniklerini uygulamalari ve kestirim yontemlerinin genel
ozelliklerini saglayabildikleri i¢in genellikle daha ¢ok kullanilan ve tercih edilen kestiricilerdir. Bu

nedenle istatistik kaynaklarda 6zellikle M-kestiricileri tizerinde durulmustur.

Huber (1964), bir dagilimin konu parametresi i¢in Maksimum Likelihood kestiricisinin
genellestiricisi olan M-kestiricisini ortaya c¢ikarmistir. Bu kestirim degeri, (96) esitlikleri,
bilinmeyenleri ve EKKY ile ¢oziimde kurulan fonksiyonel model dikkate alinarak (34)

esitliginden,

n

MZZP(X%):ip[iAijxj—fi]Zip(Vi)zmin. (99)

yazilabilir. Burada p(.); sifir noktasinda minimum olan diizeltmelerin bir fonksiyonudur. Bu

esitliginin ¢oziimiinden,
ATy(V)=ATy(AX-£)=0 (100)
esitligi yazilabilir. X bilinmeyenlerinin tek ve yakinsak olmasi i¢in p(.) fonksiyonunun konveks

(digbiikey), artan ve siirekli yapida olmasi gerekir.

(100) esitliginin gesitli sekillerde ¢oziimii yapilabilir. Uygulamada en ¢ok kullanilan ¢oziimii ise

N
iteratif ¢oziimdiir. Bu ¢ozliim i¢in (100) esitligi diizenlenirse % (AX -/ ) =0 ve
W = W(\_/) = W(\—/) = \V(A>_< - E) doniistimii yapilirsa,

v o (AX-1)
AWV = ATW(AX-7)=0 (101)

esitligi elde edilir. EKKYY ’nin normal denklemler ¢6ziimiine benzetilerek,



X=|ATWA] ATW/ (102)

esitligi yazilabilir. Bu denklemin ¢oziimii igin W(V) fonksiyonunun yani p(V) fonksiyonunun
bilinmesi gereklidir. Bu sekilde bilinen bir fonksiyonla iteratif ve yeniden agirliklandirilmali

EKKY ile ¢oziim,

v, - w ) AT w, - (103)
W, =PW,, t=12,...
W(V,)=E

seklindedir. Burada P; dlgiilerin baslangi¢ agirlik matrisi, t; iterasyon sayisi, W=W(V) ise segilen
agirlik fonksiyonudur. Baglangi¢ icin W = E ve dolayisiyla W1 = P alinir. Bu ¢6ziim; EKKY ile
yapilan ¢oziimden sonra V diizeltmelerinden W agirlik matrisinin belirlenip yeniden iteratif olarak
¢cozlim yapilmasi olarak 6zetlenebilir. Sonugta elde edilen X bilinmeyenleri arasindaki fark belli
bir sayidan kii¢iik olunca isleme son verilir [28], [38], [44], [45]. Bu ¢0ziimde EKKY ¢6ziimii
kullanmilmistir fakat bu ¢oziim (99) esitliginde verilen M-kestirim kosulunun saglanmasi igin
yapilmustir. (103) esitliginde yeniden agirliklandirilmali EKKY kestirimi ile ¢oziimii bulunan
Robust M-kestiriminde her 6l¢li ig¢in uygun agirliklar belirlenmis ve robust bir ¢éziim elde
edilmistir. Bu sekilde olusturulan EKKY algoritmasi robust kestirim algoritmasini olusturmaktadir.

Bu sekilde yapilan bir ¢6ziim sonucunda (103)’de verilen esitliklerde uyusumlu olan
olgiilerin X; bilinmeyenleri ve W1 agirliklarinin degismedigi, uyusumsuz sayilan dlgiilerin Wi+t
agirliklarininsa giderek kiiglildiigii ve hatta sifira gittigi goriilmektedir. Bu durumda uyusumsuz
oOlgtilerin bilinmeyenler lizerindeki bozucu etkileri de giderek azalmaktadir. Bu robust kestirimin
en Oonemli Ozelliklerinden birisidir ve 6zellikle uyusumsuz olup olmadig1 karari verilemeyen

Olciilerin analizinde 6nemlidir. Robust M-kestirimi su 6zellikleri igerir.

1. p(.) konveks bir fonksiyondur,
2. Coziim i¢in p(.), y(.) ve W(.) fonksiyonlarinin birinin bilinmesi yeterlidir,

3. Yeniden agirliklandirilmali EKKY ¢6ziimii ile sonug bulunur,



4, Her 6l¢ii i¢in uygun robust agirlik belirlenir

5. Bu ¢6zlim kaba hatalardan etkilenmez.
Robust Kestiriminde Kullanilan Kestirici Fonksiyonlar

Tablo 2'deK1 robust kestirim fonksiyonlarma bakilirsa agirlik fonksiyonlarmin genel olarak
tiim Vj’ler i¢in tanimli fonksiyonlar ve birden fazla bolge i¢in tanimli fonksiyonlar sekilde ortaya
ciktig1 goriilebilir.

Robust kestiriminde veri grubundaki go6zlemlerin agirliklart en uygun sekilde
belirlenmekte ve veri grubundan gozlem c¢ikarilmaksizin bilinmeyenlerin  ¢dziimii

yapilmaktadir. Secilen agirlik fonksiyonlarinin su 6zelliklere sahip olmasi istenir.

e Sinir degerden kiigiik Vi'ler i¢in bu agirlik 1 dolayinda olmals,
e Sinir degerden biiyiik Vi'ler i¢in agirliklar Vi ile ters orantili birdenbire kiictilmeli,

e Sinir degerden biraz biiyiik Vj’ler i¢in agirlik 0.60-0.70 civarinda olmalidir.

Robust Kestirim algoritmasinda yakinsama, segilecek agirlik fonksiyonu yaninda problemin
tiirline, kondisyonuna, kaba hatalarin sayisina, biiylikligiine ve dagilimina da baghdir. Ayni
zamanda ikinci grup agirlik fonksiyonlarinda smir deger olarak secilen bir ¢ parametresi
kullanilmaktadir. ¢ sinir degeri i¢in gercekci degerlerin alinmasi daha saglikli sonuglar elde etmek
i¢cin 6nemlidir.

Huber kestiricileri ortada normal, kuyruklarda cift {islii olan bir hata modeline dayanir. Yani
Huber kestirimin model hatas1 Gauss merkezli ve Laplace egrisi ile bir yogunluk fonksiyonuna
dayanir. ¢ karsilagtirma (sinir) degeri igin istatistikciler 1.5c0, 200 gibi sabit degerler almaktadirlar

fakat gercek hata modellerine gore degisebilir.

Tablo 2. Robust kestirim fonksiyonlar1

Yontem Sinir Amac Fonksiyonu | Etki Fonksiyonu | Agirlik Fonksiyonu
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Robust Kestirim Yéntemleri I¢in ¢ Parametresinin Belirlenmesi

Robust Kestirim yontemlerinde kullanilan ¢ parametresinin degeri, genellikle problemlerin
karakteristik 6zelliklerinden bagimsiz olarak ve tecriibelere dayanarak secilmistir. ¢ parametresi
kestirim yonteminde karsilagtirma degeri olarak kullanilir ve 6nemli bir role sahiptir. Bir baska
deyisle ¢ parametresi, gozlem hatalarinin belirli bir olasilikla £c sinirlar1 iginde dagilmis olacagi
varsayimina bagli olarak ortaya ¢ikar. Bazi robust kestirim yontemlerinde kullanilan c
parametreleri olasilia bagl degildir. Ornegin Andrews'in M-kestirim yontemi i¢in dnerilen ii¢ adet
c degerinin, sirastyla hangi yanilma olasiliginin karsilik geldigini bilinmemektedir. Bunun yaninda

Danimarka yontemi i¢in oo = 0.001 yanilma olasiliginda ile ¢ = 3.29 degeri verilmektedir fakat c

parametre degeri A tasarim matrisine baglantili olmamaktadir [28].




Istatistikgiler ¢ parametresi icin, k = 1.5, 2 gibi herhangi bir katsay1 olmak iizere, c =ko

gibi sabit degerler almaktadir. 6, 6l¢ili kiimesini temsil eden Onciil bir degerdir ve |V| < ¢ yerine

V
U <k da alinabilir. Uyusumsuz olgiiler testinde o yerine, V'lerin standart sapmalar
o

Gy, =0g4/0yy, alinmaktadir. Bu durumda o yanilma olasihigi ile E{V¢,}=0 Ho hipotezinin

gegerli olabilmesi igin,

Vi <t (108)

St wm
Go4/Avy,

olmalidir Oyleyse,

Ci =00+/Avy, tii-an (109)

yazilabilir. Dengeleme probleminde, P # E farkli agirliklarin s6z konusu olmasi durumunda (109)

esitligi,
Ci =004l \/Eitf,l—a/z (110)

sekline gelir. Agirlik fonksiyonlar1 olarak, Andrews ya da benzeri bir trigonometrik fonksiyon
alinirsa, sinir deger cI1 olacagi i¢in (109) ya da (110) esitliklerinin sag yanlarinin IT'ye bdliinmesi
gerekmektedir .

¢ parametresinin bu esitliklerle belirlenmesinde oo kuramsal degerinin kestirilmesi biiyiik
Oonem tasir. 6o Onciil degeri tam olarak belirlenemiyorsa yerine mo karesel ortalama hata alinir.
Daha oncede aciklandig: gibi veri grubundaki uyusumsuz 6lgiiler sonuglar etkilemekte ve karesel
ortalama hatayi biiylitmektedir. Bu nedenle oo, EKKY ile elde edilen mo'la saglam kestirilemez.
Bu sakincay1 ortadan kaldirmak ig¢in kaynaklarda ¢esitli oneriler yer almaktadir. Bu 6nerilerden

biri 6o kuramsal degeri yerine asagidaki sekilde hesaplanabilecek bir so degerinin kullanilmasidir.



Sg =1L —— (111)

Bunun igin baslangigta ilk once V; diizeltmeleri ve mo Karesel ortalama hata EKKY ile
bulunduktan sonra yeni gegici agirliklar (Wi'ler), (103) esitligine gore hesaplanir. Daha sonra di

sinir degerini agan diizeltmeler atilir.

W,V <d =mg W, [Quy, tiiws
W (112)

0 V,>2d, =m, W, Q\/i\/i tei o

Geriye kalan veri grubundaki 6l¢ii sayis1 kiiglikse saglam olarak kestirilen so bir diizeltme
carpani ile kiigiltiliir. Diizeltme carpani igin asagida verilen formiil onerilir. k. dereceden

kiigtiltiilmiis so Ve Ci sinir degeri,

k
5, =so(%j k=123,.... (113)

G :SovWi vy, teran (114)

olarak hesaplanabilir [40]. Benzer sekilde (70) ve (71) esitliklerinden k adet uyusumsuz 6l¢iiniin
global testi i¢in hesaplanabilecek t veya T degerlerine bagli belirli bir olasilik seviyesini kullanarak
farkli yontemler i¢in uygun parametreleri secgebiliriz. Yanilma olasiligi a alinirsa, (71) esitliginden

kritik deger t_, olur.

Pr= ; <tocwia |10 (115)
Jalarea ) Al +pitm,,

Boylece giiven araliklar i¢in,



v, < (are A AT P |t (116)

yazilabilir. Buraya kadar yapilan islemler, sirasiyla Huber, Andrews, Beaton-Tukey, Danimarka
ve EKMT yontemlerine uygulandig1 zaman, uygun yanilma olasiliklar ile teorik temellere dayanan
¢ parametrelerinin segilmesi miimkiindiir. Ornegin Huber'in M-kestirimi i¢in (P=E) ¢

parametrelerini,

e =laara ) AT clme s (117)

seklinde yazabilir. Bu sekilde bir esitlik kullanilarak keyfi 6nerilerin iistesinden gelinebilir. Farkli
gozlemlerin, A tasarim matrisine, P agirlik matrisine, yanilma olasiligina ve serbestlik derecesine
bagl olarak farkli ¢ parametrelerine sahip oldugunu gérmek zor degildir. Diger kestirimler i¢in

hesaplanabilecek ¢ parametreleri sunlardir.

e = AT A AT +1]mo t 4y on /T
6T = A (ATA, ) AT +1] Mos Lokt ao (118)
o = Jlaarp A AT+ BB b v

Yukaridaki esitlikler kullanilarak, farkli yontemler i¢in A matrisine, Onciil P agirlik
matrisine, yanilma olasiligina, serbestlik derecesine ve onciil birim agirlikli varyansa bagh farkl

parametreler hesaplanabilir.
2.6.2.2. Robust Kestirim Yontemlerinin Karsilastirilmasi
Robust kestirim algoritmasi ile Robust-M kestiriminin ¢6zliimii ve elde edilen sonuglar

yardimi ile geleneksel uyusumsuz o6l¢ii belirleme tekniklerinin kullanilmasi, Robust Kestirim

yontemlerinin EKKY teknikleriyle birlestirilmesidir.



Kestirim yoOntemlerinin karsilastirilmasi, hesapsal islemlerde minimize edilen amag
fonksiyonlarina dayandirilabilir. Uyusumsuz dlgiilerin belirlenmesi amaciyla uygulamada birgok
robust kestirim yontemleri kullanilmaktadir yontemler arasindaki fark, ¢oziimlerde degisik
kestirici fonksiyonlariin kullanilmasidir. Amag, diizeltme biiyiikliikleri yardimi ile uyusumsuz
Olciilerin baslangi¢ tanis1 olduguna gore, problemin tiiriine uygun fonksiyonun seg¢ilmesi gerekir.
Bu anlamda karsilastirma yapmak amaciyla EKKY, EKMT, Huber'in M-kestirimi, Andrews,
Beaton Tukey ve Danimarka yontemleri secilir ve yontemlere ait Sekil 18'de verilen agirlik
fonksiyonlar1 incelenirse, uyusumsuz oOlgiileri belirleme konusunda EKMT, Andrews, Beaton-
Tukey, Huber'in M-kestirim yontemi ve Danimarka yontemlerinin yaklasik ayni egilimde olacagi
goriiliir.

Geleneksel EKKY ile test yontemlerinin uygulanmasinda, uyusumsuz olarak belirlenen ilk
o0l¢ii, 6lcii kiimesinden ¢ikarilir. Daha sonra kalan 6l¢iiler kullanilarak, EKKY yeniden uygulanir
ve parametrelerin kestirim degerleri hesaplanir. Huber tarafindan sunulan M-kestiricisi, bilinen
maksimum olasilikli kestiricinin genellestirilmis bir seklidir ki bu ideal model kabuliinden birazcik
sapan bir dagilim modelinden tiiretilir. Burada ideal model olarak normal dagilim kabul edilir. M-
kestirimi, diizeltmelerin bir fonksiyonunun p(V) minimize edilmesi fikrine dayandirilir. Bu
fonksiyon EKKY’nde oldugu gibi diizeltmelerin karelerinin minimize edilmesi yerine, kestirim
isleminde uyusumsuz 6lgiilerin etkisini kontrol eder.

M-kestirimi ile geleneksel EKKY arasidaki fark, hatali alandaki gozlemlerle ilgilidir.
Geleneksel yontemler, dagilim dis1 gézlemlerin kesinlikle silinmesi nedeniyle kesin ret yaklagimi
olarak adlandirilir. Diger taraftan M-kestirimi, dagilim dis1 Olciilerin agirliklarinin azaltilarak
modele etkisinin siirlandirilmasi nedeniyle yumusak ret yaklasimi olarak adlandirilir.

Kaba hatalardan etkilenen kestirim degerlerinin, model sapmasina direnmesi robust
yaklasimin, klasik kestirim yontemlerine kars1 bir avantajidir. Eger bozulmus dagilim modelleri
gercege ideal modelden daha yakinsa, kestirim degerlerinin istenilen etkisinin elde edilebilmesi,

bu yontemin diger bir iistiinliigiidiir.

Cesitli Amac, Etki, Agirhk Fonksiyonlarinin Karsilastirilmasi

Robust kestirim fonksiyonlari i¢in amag fonksiyonunun p(V) tiirevi siirlandirilmis nitel

saglamlik diisliniilmelidir. Bu durumda EKKY nitel saglam bir yontem degildir, ¢linkii amag



fonksiyonu p(V) = V? kareseldir ve tiirevi p'(V)=y(V)=V dogrusal ve smirsizdir. Saglam bir
kestirim i¢in tiirevi (V) dogrusal olmayan, sinirlandirilmis bir fonksiyon segilerek nitel bir saglam
kestirici olusturulabilir. Boylece gozlemlerdeki uyusumsuz Olgiilerin kestirilen degerlere olan
bozucu etkileri azaltilir.

Huber'in 6nerdigi W(V) veya y(V) fonksiyonlar: p(V) amag fonksiyonu —c< V <+c arasinda
EKKY’nin amag¢ fonksiyonu ile ayni olmasina ragmen bu araligin disinda EKKY’nin amag
fonksiyonu dogrusal olarak artmaya devam eder.

Saglam bir kestirim i¢in p(V), y(V) veya W(V) fonksiyonlarindan yalniz birinin se¢ilmesi
yeterlidir. Sik kullanilan bazi kestirim yontemlerinin, Sekil 16'da amag¢ fonksiyonlarin, Sekil

17'de etki fonksiyonlarinin ve Sekil 18'de agirlik fonksiyonlarinin davraniglart gériilmektedir.

f p (V)

Sekil 16. p(V) amag fonksiyonlari

¢ T v(V)




Sekil 17. y(V) etki fonksiyonlari

T w(v)
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Sekil 18. W(V) agirlik fonksiyonlar



